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Avant propos

Si cette introduction vous est utile dans vos études, merci de m’envoyer un mail ici ou la pour
m’indiquer votre année d’étude et université; bien entendu vos commentaires et/ou suggestions
pour corriger ou améliorer ce petit document sont les bienvenus.
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De nombreux livres traitent ce sujet. Pour des références générales on peut consulter [AG92, Sip96,
Wol01, Per90]. Pour la construction des compilateurs Pouvrage de référence est [ASUSG].

1 Notations

Soit A un ensemble. On note 24 Iensemble des parties de A. Si A est fini le cardinal de A
est noté |A|. Un alphabet ¥ est un ensemble fini de lettres {ay, az, - ,an}. Un mot non vide sur


mailto:franck.cassez@cnrs.irccyn.fr?subject=notes-finite-auto
mailto:Franck.Cassez@nicta.com.au?subject=notes-finite-auto
http://www.irccyn.fr/~franck
mailto:franck.cassez@cnrs.irccyn.fr?subject=notes-finite-auto
mailto:Franck.Cassez@nicta.com.au?subject=notes-finite-auto

Y est une séquence x1xs---xk, k > 1, telle que pour tout 1 < i < k, x; € X. Le mot vide ne
comportant aucune lettre est noté €. La longueur d’'un mot w = x1xs - - -z, est k. La longueur de
w est notée |w| et |¢] = 0. On note X* I'ensemble des mots de longueur k¥ > 0 sur 3. Un langage
sur ¥ est un sous-ensemble de mots de ¥*. Soit w = x1xs--- T et v = Y1y2 - - -y; deux mots
sur 2. La concaténation w.v de w et v est définie par le mot w.v = x1x2---Try1y2---y;. On a
w.e =W = w.

2 Automates finis

2.1 Langage accepté par un automate fini

Définition 1 (Automate fini) Un automate fini est un tuple A = (Q, %, 6, qo, F) tel que :

— @ est une ensemble fini d’états,

— 3 est un alphabet fini, et on note £, = X U {e},

~8:Q x Y. — 29 est la fonction de transition,

- qo € @, est [’état initial,

- F C Q est l'ensemble des états accepteurs (ou terminauz).
Un automate fini est déterministe si § ne comporte pas de transitions (q,e,q’) et pour tout (¢,a) €
Q%X on a|d(q,a)| <1;sinon il est non-déterministe. Il est dit complet si pour tout (¢,a) € @xX,
0(g,a)| = 1.

Un chemin o de longueur k > 1 dans A est une séquence de transitions o = t1ty - - tg, k > 1 telle
que pour tout 1 <i < konat; = (8;,a; Si+1) et siy1 € 6(s;). s1 est Vorigine de o et sg41 le but
de o. On écrit souvent un chemin o sous la forme

ay az ag
0 =81 —> 82 —> 83 Sk — Sk+1

Un chemin de longueur 0 est constitué de 0 transition donc d’un état qui est & la fois origine et
but. La trace du chemin o est le mot ajas - - - ay et la trace du chemin vide est €. On note

— trace(o) = aras - - - ai, la trace du chemin o,

— 5 5 ¢ §'il existe un chemin de s & s’ de trace w, d’origine s et de but s,

— 55 ¢ ¢l existe w € X* tel que s — .

Un mot w € ¥* est accepté par A & partir de ¢ si ¢ — ¢’ et ¢ € F. Un mot est accepté par A
s’il est accepté a partir de qo. Le langage L(q, A) accepté par A & partir de q¢ € @Q, est 'ensemble
des mots acceptés par A & partir de ¢q :

L(g,A) ={weX*| 3¢ € F tel queq = ¢’}

Le langage accepté par A est L(go, A) que 'on note L(A).

2.2 Langages réguliers

Définition 2 (Langages réguliers) Un langage L C X* est régulier s’il est accepté par un
automate fini (non déterministe).

Remarque 1 On peut sans perte de généralité supposer qu’un langage régulier accepté par un
automate fini non déterministe a plusieurs états initiaux ou un seul état final. Soit A un automate
fini non déterministe ayant plusieurs états initiaux : il suffit de prendre A’ identique @ A avec un
nouvel état initial unique sg et une transition d’étiquette € de sg vers chaque état initial de A.
Une construction symétrique sur les états finals permet de se restreindre a un état final unique.
On utilisera parfois cette propriété dans la suite.

On peut dors et déja conclure qu’il existe des langages non réguliers. En effet, si 'on accepte
que Pensemble des automates finis sur un alphabet ¥ est dénombrable (ce qui est assez facile
a montrer), il est clair que I'ensemble des langages est plus grand que l’ensemble des langages



réguliers : I’ensemble de tous les langages sur X est égal & ’ensemble des sous-ensembles de X*
(qui lui est dénombrable). Or ensemble des sous-ensembles d’un ensemble (infini) dénombrable
n’est pas dénombrable (pour le prouver on utilise la méthode de diagonalisation de Cantor).

Théoréme 1 [l existe des langages non régquliers.

Un autre théoréme peut aussi étre obtenu pour le langage inverse d’un langage : si L est un
ensemble des mots, I'inverse de L, noté L, est constitué¢ de I’ensemble des mots de L écrits a
lenvers i.e. L = {ajas---an,n > 0]anan_1---azay € L}.

Théoréme 2 La classe des langages réguliers est fermée par passage au langage inverse.

Preuve 1 Si L est régulier il est accepté par un automate fini A. On construit donc A’ tel que :
les états initiauz’ (resp. terminaux) de A’ sont les états terminaux (resp. initiauz) de A ; les
transitions de A du type (q,e,q’) deviennent (¢',e,q) dans A’.

2.3 Automates déterministes et non déterministes

Théoréme 3 Soit L C X*. Si L est accepté par un automate fini non déterministe alors L est
accepté par un automate fini déterministe.

Preuve 2

Soit A = (Q,%,9,qo, F) un automate fini non déterministe tel que L(A) = L. Soit g € Q eta € X.
On définit E,(q) comme étant 'ensemble des états ¢' € @Q tels qu’il existe un chemin dans A de q
a ¢ constitué d’un nombre fini de transitions € suivi de a :

Ba(g) ={d" € Qla—d ="} (E)
On définit ensuite l'automate fini déterministe B = (S,%,d', so, F') par :

Y - 2Q7

~s0=1{¢ €Qlqg—d},

~ pour s €29, a €Y §'(s,a) = Upes Eu()

- F'={sc29|sNF # o).
B est déterministe et L(B) = L(A). La méthode de construction de B est souvent appelée subset
construction.

On obient donc le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit L C X*. L est accepté par un automate fini non déterministe ssi L est accepté
par un automate fini déterministe.

De ce corollaire on peut conclure que :

Théoréme 4 La classe des langages régquliers est fermée par passage au complémentaire.

Preuve 3 Soit L un langage régulier. Alors L est accepté par un automate fini déterministe A i.e.
L(A) = L. A partir de A on construit A’ égal o A mais ot les états terminaux et non terminaus
sont inversés. A’ accepte le complémentaire de A. Note : ceci n’est pas toujours vrai si A est un
automate non déterministe (ex : 'automate a trois états qo,q1,q2 avec qo = q1 et qo = q2 0U q1
est terminal).

1Cf. remarque 1 pour les états initiaux multiples.



2.4 Propriétés des langages réguliers
On suppose 'alphabet ¥ fixé.
Lemme 1 (Pumping Lemma) Soit A un automate fini an états. Alors pour tout mot w € L(A)

tel que |w| > n, il existe x,u,y € X* tels que w = x.u.y et u # €, |x.u] < n, et pour tout i € N,
zuly € L(A).

Preuve 4 Siw = ajas ---a; avec | > n est accepté par A alors il existe un chemin o tel que :
ai az ap % /
0 =80 81 ——e82 " —>8 —S§
avec

qSed =94 5,
~ 80 = qo, ' terminal (on peut donc considérer s; comme terminal sans changer le langage
accepté).

Comme le nombre d’états de A estn il y a forcément parmi les états s; deux états identiques i.e.
sp=55,0<k<j <141 On peut donc écrirecf:soLsk i>sj i»sl. Comme k < j on a
lul > 1 et comme j <mn, |z.u| < n. s peut étre considéré comme terminal et puisque s, = s; on a
z.y € L(A). De plus on peut ajouter autant de boucles s — s; dans le chemin o sans changer
l’état initial et terminal.

En utilisant le pumping lemma, on peut montrer qu’il existe des langages non réguliers et donc
compléter le théoréme 1.

Théoréme 5 Le langage {a"b",n € N} n'est pas régulier.

Preuve 5 On suppose que ce langage L est régqulier. Il existe donc un automate fini A a k états
qui accepte L. Soit w = a*b* avec k > n. Il est clair que w € L. D’aprés le pumping lemma,
comme w € L(A) et |w| > k, w s’écrit w = x.u.y avec |v.u| < k. Ainsi u = a',i > 1 et donc
x.at.a’.y serait dans L(A). Or x.a*.a’.y n'est pas dans L.

3 Expressions réguliéres

3.1 Opérations réguliéres

Définition 3 (Opérations réguliéres) Soit A C ¥* et B C X*. Les opérations réguliéres sur
les langages de ¥* sont définies par :

Union : AUB = {z|x € A oux € B};
Concaténation : A-B={zy|x € A ety € B};
Etoile : A* ={x1.29.- - .2 | k>0et VO<i<k, z; € A}.

De maniére équivalente A* = U;en A avec A° = {e} et A*T1 = A . A® pour i > 0.

3.2 Expressions réguliéres

Définition 4 (Expression réguliére) R est une expression réguliére (sur 3) si R est de la
forme :

- a pour a € X, ou

- g, ou

- J, ou

— R1|R2 avec Ry, Ry des expressions régulieres, ou

— R1.Rs avec Ry, Ry des expressions réguliéres, ou

— R* avec R une expression réguliére.



Définition 5 (Langage associé a une expression réguliére) Le langage L(R) associé a une
expression réguliere R est défini inductivement par :
(a) = {a} pour a € &,

5) = {5}’

4 Automates finis et expressions réguliéres

Théoréme 6 (Kleene (1)) Soit R une expression réguliere sur . Alors L(R) est un langage
régulier.

Preuve 6 Soit R une expression régulicre. Pour prowver que L = L(R) est régulier, on construit
de maniére inductive un automate fini (non déterministe) qui accepte L(R). On se restreint a
construire des automates ayant un seul état initial et un seul état final, distinct de l’état initial
(Cf. remarque 1).

- st R =9, on construit un automate & deux €états, i, initial, et f final et aucune transition.

- st R=a,a € X ou R=c¢, on prend un automate & deux états i, initial et f, final; il y a une
transition d’étiquete R de i a f.

— $i R = R1|Ra2, on suppose avoir construit A(Ry) et A(R2) qui acceptent respectivement L(R1)
et L(Rg) et qui ont un seul état final et initial. Soit A(Ry|R2) lautomate de la Fig. 1, ayant
un seul €tat initial i et un seul état final f tel que : de i on a une transition € vers chaque
état initial de A(Ry) et A(Rg) ; de chaque état final de A(Ry) et A(Rg) on a une transition
e vers f. Alors A(R1|R2) accepte L(R1|Rz2) ;

— si R = Ry1.Ry on construit l'automate A(R1.Rz) de la Fig. 2 (A(R1) et A(Rg) sont des
automates qui acceptent L(Ry) et L(Rz)). Si e € L(R1) on ajoute une transition € de i a
ia; si e € L(Rg) on ajoute une transition e de iz d f.

— si R= R} on construit 'automate A(RY) & partir de A(Ry) comme indiqué sur la Fig. 3.

F1G. 1 — Automate A(R;1|R2)

Théoréme 7 (Kleene (2)) Si L est un langage réqulier sur ¥ alors il existe R expression régu-
liere sur ¥ telle que L = L(R).

Preuve 7 Soit A = (Q,X,6,q0, F) un automate fini déterministe’ acceptant L. Il est facile de

VOIT que
L= U Lo s
fer

2Comme on prend un automate déterministe on ne fait plus ’hypothése de Iunicité de ’état final.



F1G. 2 — Automate A(R;y.R2)

F1a. 3 — Automate A(R7)

ol Lq o est la langage accepté par A(q,q') = (Q,X,0,¢,{¢'}). Il suffit donc de montrer que chagque
Ly est généré par une expression régulicre car les expressions régulieres sont closes par union.
On suppose que les états de Q sont {qo,q1,q2, - ,qn}. Soit L’;yq,,kz > 0 l’ensemble des mots que
lon peut produire en allant de q¢ a ¢ par des chemins ne contenant que des états intermédiaires
qi,t < k. Formellement :
Lo ={wiwy-w; €X%,0< 5| =5 gy, —> qiy a1y, —— ¢ and i; < k}
Pour k =0 on a Lqu/ ={a},a € X ou Lgﬁq, = g et donc Lqu/ est généré par une erpression
réguliere sur 3. De plus, pour k >0 on a :
k+1 _ 1k k k * 1k
Lqu/ - L‘M' U (Lq#]kJrl ’ (L%+11q;€+1) ’ quc+1,q’)

et donc L’;J;,l est généré par une expression réguliere si les L’;ﬁq, le sont. Lg,q/ est généré par
une expression réguliére et par induction on obtient donc que L’;yq/ est généré par une erpression
réguliere pour tout k > 0. Or Lgg = LU siq# ' et Lyq = LT U{e} et ainsi chaque Ly est

4,9
geénéré par une expression régquliere. Donc L est généré par une expression réguliére.

5 Automates minimaux

Définition 6 (Minimalité) Un automate A = (Q,X%, 0, qo, F) est minimal si pour tout q,q' € Q
il existe w € L(g, A) \ L(¢', A).

Cette définition correspond & l'intuition suivante : il n’y a pas deux états distincts qui acceptent

le méme langage : il y a donc au moins un mot w qui est accepté a partir de q et pas a partir de
!

q.

Théoréme 8 Pour tout automate fini déterministe A, il existe un automate minimal B tel que
L(A) = L(B).

Preuve 8 Soit A =(Q,%,4,qo, F). On définit la relation =;C Q x Q par :
~q=oq ssiqe F <= ¢ €F,



— pouri >0, =11 ¢ ssi pour tout a € X tel que ¢ = q1 on a ¢ = ¢} et q1 =i q}.

Chaque =; est une relation d’équivalence. Elle induit donc une partition de Q et on note Q /=, le
quotient de Q par =; (réciproquement toute partition induit une relation d’équivalence).

Une partition A = Ay, Aa,--- , A, de @Q est plus fine qu’une partition B = By, Ba,--- , By si 1)
n >k et 2) pour tout j € [1..n] il existe i € [1..k] tel que A; C B;. On note dans ce cas A C B.
C est un ordre partiel sur l’ensemble P(Q) des partitions de Q et (P(Q),C) est un ensemble
partiellement ordonné et C est un ordre bien fondé. Comme @ est fini, P(Q) est aussi fini.

On peut vérifier que si i > j alors Q=, C QEJ,. Les relations =;,1 > 0 forment donc une suite
croissante. Le nombre de partitions de Q étant fini, il s’ensuit que In > 0 tel que Vn' > n, =, ==,.
On note =, la relation =,,. Pour ¢ € Q on note [q] la classe d’équivalence de q pour =.. On définit
Pautomate déterministe B = (S,%,0',q}), F') par :

- F' =q] siil existe g€ F, F' = & sinon,
- 0'([q], a) = [6(q, a)] pour tout a € X.
On a L(B) = L(A). Pour prouver cela on montre que :

¢=iq <= L(¢.A)<i = L(¢', A)<; (1)

avec L(q, A)<i = {w]||w| < i et w € L(q,A)}. Pour i = 0 l’équation (1) est vraie. On suppose
léquation (1) vraie pour i et on montre qu’elle est vraie pour i + 1. On note L(q, A)=; les mots
de longueur i de L(gq, A).

= Soit w € L(q, A)—iy1. Alors on peut écrire w = a.w' avec |w'| = i. Comme q =;41 ¢ et
queq S q onaq S ) et qp =; q) (par définition de =11 ). Par hypothése d’induction, comme
@ =i ¢4 il s’ensuit que L(q1, A)<; = L(q}, A)<;. Ainsi w' € L(q}, A)<; et donc w € L(q, A)=it1,
ce qui prowve que L(q,A)=i+1 C L(¢', A)=iz1. Par symétrie on a linclusion inverse et donc
L(g, A)=it1 = L(¢, A)=it1-

< Supposons que L(q, A)<iy1 = L(¢', A)<i+1. On suppose dans cette partie de la preuve que

Vautomate A est complet. Soit a tel que ¢ = q1 ; par complétude on a ¢ = qi- De plus L(g, A)<; =
L(¢', A)<; (sinon on aurait L(q, A)<iy1 # L(¢', A)<it1). Par hypothése d’induction, on obtient
Q1 =i q; et donc g =114’
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